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آمار و احتمالات مهندسی

حمید مرادیان 







:وددراین فصل مسائل زیر بررسی می ش

-مفاهیم اساسی
-شاخص های گرایش مرکزی
-شاخص های پراکندگی
-جدول توزیع فراوانی
-نمودارها
-چولگی و برجستگی
-کدگزاری

-    جامعه آماری دو بعدی





Ni XXXX ,...,,...,, 21

i=1,2,…,N  ام جامعه است برايi عضو xi كه

Ni XXXX ,...,,...,, 21

i=1,2,…,N  ام جامعه است برايi عضو xi كه



(خام)انواع داده هاي آماري به دو گروه، داده هاي دست اول 
.و داده هاي دست دوم تقسيم بندي مي شوند

:انواع آن

كمي-1

كيفي-2
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Xn,…,X2,X1عضو Nفرض كنيد جامعه مورد بررسي داراي 
.ميانگين جامعه از رابطه زير بدست مي آيد. باشد



از جامعه موورد بررسوی   nیك نمونه به حجم Xn,…,X2,X1اگر 
Gباشد میانگین هندسی از رابطه زیر بدست موی آیود و بوا ت موت    

.نمایش داده می شود
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از جامعه موورد بررسوی باشود میوانگین     nیك نمونه به حجم Xn,…,X2,X1اگر 
.نمایش داده می شودHهارمونیك از رابطه زیر بدست می آید و با ت مت 
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يهر  تا از مشاهدات حذف شده باشند ميانگين پيراسته از رابطهه ز kاگر
 k<n.بدست مي آيد 
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:ويژگي ها
.ميانه مشاهدات را به دو بخش مساوي تقسيم مي كند-الف

.منحصر به فرد است-ب
.گيردتحت تأثير داده هاي پرت قرار نمي-ج
.محاسبه آن ساده است-د



. نمای یك مجموته تددی است که در آن مجموته بیش از بقیه تكرار شده باشد

ها یا مقادیری که چارکهای یك مجموته مورد بررسی تبارتست از کمیت
محاسبه چارکها همانند. کنندمجموته را به چهار قسمت مساوی تقسیم می

.باشدمیانه می





R=XMAX-XMIN
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:ويژگي هاي واريانس نمونه

.برابر با صفر استCواریانس تدد ثابت -1

.ندرابه مشاهدات اضافه یا ازآنها کم کنیم واریانس تغییر نمی  کαاگرمقدار ثابت -2

ضرب یا برآن تقسیم شود واریانس جدید از ضربKاگر مشاهدات در مقدار ثابت -3
بدست می آیدK2یا تقسیم واریانس قدیم در



.انحراف معیار در نمونه جذر واریانس یا پراش می باشد
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µ =ميانگين جامعه

δ2 =واريانس جامعه

و جذر آن انحراف معيار جامعه



.میانگین متغیرهای استاندارد برابر صفر است-1

.است1واریانس متغیرهای استاندارد برابر با -2

.متغیرهای استاندارد فاقد واحد اندازه گیری هستند-3

.می تواند، منفی، صفر یا مثبت باشدZiمقدار -4
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.به واحد اندازه گیری بستگی ندارد-1

برای مقایسه دو صفت از یك جامعه با واحدهای اندازه گیری متفاوت مورد  -2
.استفاده قرار می گیرد

کمتری است از سازگاری و همگنی بیشتری C.Vمجموته مشاهداتی که دارای -3
.برخوردار هستند
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از این شاخص چون میزان پراکندگی در اطراف مرکز توزیع را نشان می دهد-1
.شاخص دامنه با ثبات تر است

از مشاهدات کوچك و بزرگ نیست تحت تأثیر% 25این شاخص چون شامل -2
.داده های پرت قرار نمی گیرد

این شاخص برای داده های ک س بندی نیز قابل محاسبه است-3
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1-m1=0   ,  r=1   

2-r=2  

 mrتغییر در مبدأ یا اضافه و کم کردن مقدار ثابت به مشاهدات تغییری در-3

ندارد

rدر توانmrباتغییر در مقیاس یا ضرب و تقسیم کردن مقدار ثابت در مشاهدات، -4
ام مقدار ثابت ضرب یا تقسیم می شود
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:طول كلاس 

:.محاسبه ميانگين و واريانس در جدول توزيع فراواني 

ميانگين حسابي

ميانگين هندسي

ميانگين هارمونيک

واريانس
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محاسبه نما در جدول توزيع فراواني

محاسبه ميانه در جدول توزيع فراواني

محاسبه چارك ها در جدول توزيع فراواني
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نمودار نقطه اي-1

نمودار دايره اي-2

نمودار ميله اي-3

نمودار مستطيلي-4

نمودار چندضلعي فراواني-5

نمودار چند ضلعي تجمعي-6



:معيارهاي محاسبه ميزان چولگي عبارتند از

ضريب چولگي پيرسن-1

ضريب چولگي بر اساس گشتاور مركزي مرتبه سوم-2
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:يويژگي هاي برجستک
مستقل از واحد-1

2-k=0 تميزان برجستگي صفر است و منحني چندضلعي فراواني بر منحني نرمال منطبق اس.

3-k>0منحني چندضلعي فراواني در مقايسه با منحني نرمال داراي برجستگي است.

4-k<0منحني چندضلعي فراواني در مقايسه با منحني نرمال داراي پخي است.



(اضافه)كدگذاري مجموعه اي داده ها عبارت از عملياتي است كه طي آن از هر مشاهده عدد ثابتي را كم 
.نمايندمي( ضرب)كرده و نتيجه را بر عدد ثابتي تقسيم 

N…321i

Xn…X3X2X1Xi

Yn…Y3Y2Y1Yi







:وددراین فصل مسائل زیر بررسي مي ش
11-دو پيشامد
12-فرمول بيز

1-فضاي نمونه
2-پيشامد
3-شمارش
4-اصول شمارش
5-جایگشت
6-تركيب
7-احتمال
8-تابع احتمال
9-قوانين احتمال
10-احتمال شرطي



:هفضای نمون-1
 مجموعه اي از همه برآمدهاي ممکن يک تجربه تصادفي را فضاي

.و آن را با علامت  نمايش مي دهند. گويندنمونه مي
نویسیدفضای نمونه را ب. یك سكه را آنقدر پرتاب می کنیم تا شیر ظاهر شود.

 کهSگسسته و نامتناهی شمارا است ...,TTH,TH,HS 

2-
.هر زير مجموعه اي از فضاي نمونه را يک پيشامد گويند:پیشامد

رخداد يک پيشامد2-1

دو پيشامد ناسازگار2-2

Bاز Aتفاضل پيشامد 2-3



اقعاً مشکل  تعيين تعداد عناصر يک فضاي نمونه متناهي به وسيله شمارش مستقيم، و
. يا لااقل خسته كننده است

قابل انجام  Yn,…,Y2,Y1طريق به نامهاي Nبا Yو كارXm,…,X2,X1طريق به نامهاي mبا Xفرض كنيد كار 
:اصول شمارش تبارتند از.باشند

 Zباشد آنگاه كارYيا Xمنوط به انجام كار Zاگر انجام كار:اصل اول شمارش 3-1

.با نامهاي انجام دادYn,…,Y2,Y1و Xm,…,X2,X1طريق m+nرا مي توان به

را  Zباشد آنگاه كارYيا Xمنوط به انجام كار Zاگر انجام كار:اصل دوم شمارش 3-2
:طريق زير انجام داد m×nمي توان به
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می توان نوشت به طوریكه هر 9و 6، 5، 2، 1چند تدد زوج سه رقمی از ارقام :مثال
رقم فقط یك بار استفاده شود؟

ابر از اینكه اتداد زوج باشد، برای رقم یكان فقط دو انتخاب وجود دارد پس کل طرق بر
.342=24است با 

شود شيء با آرايش معين جايگشت اشياء خوانده ميnترتيبي از مجموعه 

شي ء متمايزnجايگشت 4-1

شي ء متمايز nتايي rجايگشت 4-2

رشي ء متمايز با تکراnتايي rجايگشت 4-3

جايگشت با اشياء مکرر4-4

شيء متمايز در محيط دايرهnجايگشت 4-5

n(n-1)(n-2)×…×2×1-n!

n(n-1)(n-2)…(n-r+1)
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. یندهرگاه در جایگشت، آرایش و نظم اشیا کنار هم مورد توجه نباشد آن را ترکیب گو

شیء متمایزnتایی rترکیب 5-1

شیء با تكرار اشیاء nتایی rترکیب 5-2
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:مفهوم كلاسيک

امدهای از  احتمال یك پیشامد برابر با نسبت دفعاتی است که پیش:مفهوم فراواني
.شودیك نوع در تكرار زیاد رخ خواهند داد، احتمال به مفهوم فراوانی تلقی می

A

n

)S(n

)A(n
)A(P  تعداد حالات مساعد

تعداد حالات كل



نسبت دهد و در سه اصل زیر صدق کند تابع ( 1،0)تابعی را که به هر پیشامد تددی در بازه 
.احتمال گویند 

.احتمال هر پیشامد بزرگتر یا مساوی صفر است:صل اولا

.می باشد1برابر با Sاحتمال فضای نمونه :اصل دوم

:اصل سوم
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P)(0=مجموته تهی باشد آنگاه اگر 1-9قضيه

دانیم می: برهان =S SوS ویعنی. دو مجموته مجزا هستند= S طبق
.اصل دوم و سوم

  P(AC)=1-P(A)باشد آنگاه Aمتمم پیشامد ACاگر 2-9قضیه 

:  می دانیم                      و                         پس: برهان
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باشد آنگاه اگر3-9قضيه 
وAتوان به صورت دو پیشامد مجزایرا می Bباشداگر: برهان.

.  نوشت

BA   BPAP 

BA
cAB
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. استطبق اصل اول احتمال 

اگر آن را از طرف راست رابطه اخیر حذف کنیم 
:شودنتیجه می

0)(  cABP

   BPAP 

P(A)≤1≥0یك پیشامد باشد آنگاهAاگر 4-9قضيه 

:داریم3-9طبق قضیه Sچون : برهان

0≤P(A)≤1,)()()( SPAPP 



باشند آنگاهSدو پیشامد دلخواه در A،Bاگر5-9قضيه

تجزیه کرد  و توان به دو پیشامد مجزایرا میAپیشامد : برهان
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باشند آنگاهSدو پیشامد دلخواه در A،Bاگر6-9قضیه

.تجزیه کردBپیشامد           را می توان به دو پیشامد مجزای            و : برهان

)BA(P)B(P)A(P)BA(P 
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5-9طبق قضيه 



:باشند آنگاه Sپیشامدهای دلخواه درCوA ،Bاگر 8-9قضيه
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به صورت زیر تعریف می شودBبه شرط وقوع پیشامد Aاحتمال شرطی پیشامد 

:نتیجه می شود کهاز اگر 1-10نکته

0)(,
)(

)(
)|( 


 BP

BP

BAP
BAP

  0AP
)(

)(
)|(

BP

BAP
BAP




)A(P)A|B(P)B(P)B|A(P)BA(P 



اگر                باشد نتيجه مي شود كه                           در اين صورت            2-10نكته 
.تعريف نشده است.          

احتمال شرطی  . دوبه دو مجزا باشندA1 ،A2 ، ... ،Akاگر پیشامدهای 3-10نکته 
:برابر باBبه شرط              .
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.  اشدرا مستقل گوییم، اگر رخ داد یكی تأثیری در دیگری نداشته بBو Aدو پیشامد 
: اند اگر مستقلBو Aبنابراین                        ,یعنی    APBAP    BPABP 

)B(P).A(P)A(P)A|B(P)B(P)B|A(P)BA(P 



.اندنیز مستقلBو  Aمستقل باشند آنگاهBو Aاگر دو پیشامد 1-11قضيه 
:  برهان

SAABABAB cc  ,)()(
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اند اگر و تنها اگر احتمال اشتراك هر مستقلA1 ،A2 ،... ،Akپیشامدهای 2-11قضيه 
2 ،3 ،... ،kاشدتا از این پیشامدها مساوی حاصلضرب احتمالهای مربوطه به هر پیشامد ب.

:لازم است که 3Aو 1A ،2Aبرای استق ل سه پیشامد  
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و  2Pبرابر 2Aو احتمال وقوع پیشامد P1برابر1Aاگر احتمال وقوع پیشامد 3-11قضيه 
یفتد برابر مستقل باشند آنگاه احتمال اینكه فقط یكی از آنها اتفاق ب 2Aو 1Aدو پیشامد 

:است با

و رخداد پیشامدA2اشتراکش با  A1برابر با رخ داد پیشامد A1رخداد پیشامد : برهان
A2 2برابر با رخداد پیشامدA اشتراکش باAc

:پس. است1
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اند و مجزا هستند مستقلA2و A1چون 
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 A1 ،A2 ،...،Akفرض کنید پیشامدهای (قانون جمع احتمالات)4-11قضيه 

Sیك پیشامد دلخواه از Aباشد وSپیشامدهای دو به دو مجزا از هم و اجتماع آنها 

:باشد آنگاه
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طبق اصل سوم . پیشامدهای طرف راست رابطه اخیر دوبه دو مجزا هستند
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باشد احتمال شرطی دو به دو مجزا و A1 ،A2  ،... ،Akاگر پیشامدهای 
:  برابر باSاز Aها به شرط اتفاق پیشامد  Aهریك از
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4-11با توجه به فرمول قضيه 
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:در این فصل مسائل زیر بررسی می شود

9-استقلال دو متغير تصادفي
10-اميد رياضي
11-گشتاورها
12- ضريب همبستگي دو متغير

تصادفي
13-چولگي و برجستگي در جامعه
14-تابع مولد گشتاورها
15-  نامساوي ماركف و چبيشف

1-متغير تصادفي
2-متغير تصادفي گسسته
3-متغير تصادفي پيوسته
4- تابع توزيعF(x)

5-و تابع احتمال و تابع توزيع توام د
متغير تصادفي

6-تابع توزيع توام
7-تابع چگالي احتمال و تابع توزيع

حاشيه اي
8-ع تابع چگالي احتمال و تابع توزي

شرطي



متغیر تصادفی-1

باشد با تدوين يک قانون Sبا فرض اينکه هر تجربه تصادفي داراي فضاي نمونه 
اي از قوانين مي توان اعضاي فضاي نمونه را به وسيله اعداد يا زوجيا مجموعه

افراز (X1,X2,…,Xn)گانه مرتب اعدادnتر با يا به طور كلي(X1,X2)اعداد 
.كرد

متغیر تصادفی گسسته-2

به طوري كه . باشدAداراي فضاي نمونه يک بعدي Xفرض كنيد متغير تصادفي 
Aهرگاه بتوان تابع احتمال . گسسته و شمارا باشدA)P(A)(A  را برحسب

:به شکل زير تعريف كردƒ(X)تابع 


A

xfAXPAP )()()(



.  در دو شرط زیر صدق کندƒ(X)به طوری که 
1-

2-

X را متغیر تصادفی از نوع گسسته وƒ(X) را تابع احتمال یا پخش گسستهXگویند  .

Axxf  ,0)(

1)(  xf
A

تهمتغیر تصادفی پیوس-3
به . باشدAداراي فضاي نمونه يک بعدي Xفرض كنيد متغير تصادفي 

تمال هرگاه بتوان تابع اح. باشدبازه از اعداد حقيقي و پيوستهAطوري كه 
A)P(A)(A را برحسب تابعƒ(X)به شکل زير تعريف كرد:

 dxxfAXPAP
A

 )()(



زیر تعریف  تابع توزیع متغیرهای تصادفی از نوع گسسته و پیوسته به ترتیب به صورت
.  شوندمی

:(گسسته يا پيوسته)خواص تابع توزيع 
یا  -1

2-F(x)یك تابع غیر نزولی است  .
و-3

4-F(x) در هر نقطهxاز راست پیوسته است.

F(x)4-  تابع توزیع][)( xXPxF 
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xt
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5-

6-
.استxدر نقطه F(X)حد چپ F(X-)که درآن 

7-

یادر متغیر پیوسته: الف-8

در متغیر گسسته: ب

که در آن 

)()()(  xFxFxXP

)x(F)x(F)x(F  

dx

)x(Fd
)x(f  


x

dt)t(f)x(F

)x(F)x(F)x(f 

)t(f)x(F

tx
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باشد تابع چگالی احتمال آن F(X)دارای تابع توزیع Xاگر متغیر تصادفی پیوسته :مثال
.را بدست آورید

:از راست پیوسته است چونF(X)کنید همانطور که م حظه می

F(1)=0
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دفيتابع احتمال و تابع توزیع توام دو متغير تصا-5

Aبوه طووری کوه   . باشدAدارای فضای دوبعدی Yو Xفرض کنید متغیرهای تصادفی 
بوه  ƒ(x,y)را برحسوب توابع   P(A)هرگاه بتوان توابع احتموال   . گسسته و شمارا باشد
شكل زیر تعریف کرد

.در دو شرط زیر صدق کندƒ(x,y)به طوری که 

1-

2-

(X,Y)  را متغیرهای تصادفی توام از نوع گسسوته وƒ(x,y)     را توابع چگوالی احتموال یوا
. پخش توام گسسته گویند


A

yxfAYXPAP ),(]),[()(

Ayxyxf  ),(0),(

1),( 
A

yxf



چگالیتابعتوانمیاند،پیوستهنوعازتصادفیمتغیرهایYوXکهحالتیبرایو

تابعراƒ(x,y)دومتغیرهتابع.کردتعریفصفحههمهرویراƒ(x,y)احتمال
xyصفحهازAناحیههربرایاگرتنهاواگرگوییمYوXمتغیرتواماحتمالچگالی

.همواره در دو شرط زیر صدق نمایدƒ(x,y)و 

1-

2-
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تابع توزیع توام-6

باشند تابع توزیع یا  ƒ(x,y)متغیرهای تصادفی با تابع چگالی احتمال توام Yو Xاگر 
یر  در حالت گسسته و پیوسته به ترتیب به صورت زYو Xتابع توزیع تجمعی توام 

.شودتعریف می

به طوری کهAروی (Y,X)محاسبه احتمال : تبصره

:از فرمول زیر محاسبه می شود
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ای تابع چگالی احتمال و تابع توزیع حاشیه-7

باشند و ƒ(x,y)دارای تابع چگالی احتمال توام Yو Xفرض کنید دو متغیر تصادفی 
محاسبه احتمال . را حساب کنیمبخواهیم احتمال پیشامد

با تابع چگالی احتمال توام  Yو Xبرای دو متغیر تصادفی پیشامد 
ƒ(x,y)پس( ،(هم ارز است با محاسبه احتمال پیشامد

:محاسبه احتمال رابطه اخیر در حالت گسسته و پیوسته به ترتیب برابرند با

xX 

xX 

 YxX 

],[][ xXYPxXP 
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:  اگر تعریف کنیم

ای  را به ترتیب تابع توزیع حاشیهوهای تابع
ابع چگالی با معلوم بودن تابع توزیع حاشیه ای، ت. در حالت گسسته و پیوسته گویند

زیر  هایای برای متغیرهای گسسته و پیوسته به ترتیب از رابطهاحتمال حاشیه
.آیندبدست می

در حالت گسسته  Xای تابع حاشیه
در حالت گسسته  Yای تابع حاشیه
در حالت پیوسته Xای تابع حاشیه
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در حالت پیوسته Yتابع حاشیهای 

و Xای معلوم باشد تابع چگالی احتمال حاشیهƒ(x,y)اگر تابع چگالی احتمال توام 
Yآیندبرای حالت گسسته و پیوسته به ترتیب از روابط زیر بدست می.

به نوبه خود تابع چگالی Yو Xای شود که هریك از توابع چگالی حاشیهیادآوری می
.  کنندباشند و در تمام شرایط تابع چگالی بودن صدق میاحتمال می
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تابع چگالی احتمال و تابع توزیع شرطی-8

، ƒ(x,y)از نوع گسسته، دارای تابع احتمال توام Yو Xفرض کنید دو متغیر تصادفی 
دو  . باشندAو فضای نمونه ƒx(x) ،ƒy(y)ای های چگالی احتمال حاشیهتابع

.  گیریمرا به صورت زیر درنظر میA2و A1پیشامد 

:می دانیم که

   yxxyxAA ,, 11

  12 ,, yyxyxAA 

)()(),(]),[()( 11 xfxfyxfAyxPAP x

xyx
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:برابر است باA2به شرط A1احتمال شرطی پیشامد 

:اگر تعریف کنیم

:  برابر است باy1به شرط x1آنگاه تابع احتمال شرطی 

.را به صورت زیر تعریف می کنیمYبه شرط Xبرای سادگی تابع احتمال 
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.تعریف می کنیمƒ(y|x)را به صورتXبه شرط Yو تابع احتمال 

.مپیوسته باشند از همین نماد استفاده می کنیYو Xدر حالتی که متغیرهای تصادفی 

ی شود که تابع چگالی احتمال شرطی نیز به نوبه خود یك تابع چگالیادآوری می
.کنداحتمال است و در تمام شرایط چگالی بودن صدق می
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استقلال دو متغیر تصادفی -9

، توابع چگالی ƒ(x,y)دارای تابع چگالی احتمال توام Yو Xفرض کنید دو متغیر تصادفی 
.  باشندƒ(y|x)وƒ(x|y)و توابع چگالی احتمال شرطی ، ƒx(x) ،ƒy(y)ای حاشیه

:اند اگربه طور احتمالی مستقلYو Xگوییم دو متغیر تصادفی 

باشد یا تابع چگالی احتمال Yمستقل از Yبه شرط Xیا تابع چگالی احتمال شرطی 
: یا. باشدXمستقل از Xبه شرط Yشرطی

)y(f)x(f)y,x(f yx

)()|()()|(),( xxfxYfyyfyXfyxf 



امید ریاضی-10

امید ریاضی در حالت . باشدƒ(x)دارای تابع چگالی احتمال Xاگر متغیر تصادفی 
.شودگسسته و پیوسته به ترتیب به صورت زیر تعریف می

.دهندنمایش میμدر ادبیات آماری امید ریاضی را معمولاً با 

)(.)( xfx

x

XE 

dxxfxXE )()( 







ویژگیهای امید ریاضی

.امید ریاضی مقدار ثابت برابر با خودش است-1

2-

3-

.مستقل از هم باشندYو Xاگر -4
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  )()( iiiiiiii YbXEaYbXaE  

)().()( YEXEXYE 



گشتاورها-11

یك تدد ثابت حقیقی باشد αو ƒ(x)دارای تابع چگالی احتمال Xاگر متغیر تصادفی 
در جامعه در حالت گسسته و پیوسته به ترتیبαام حول نقطه rگشتاورهای مرتبه 

.شودبه صورت زیر تعریف می

را گشتاورهای  )(μدر ادبیات آماری، معمولاً گشتاورهای حول نقطه میانگین جامعه 

.دهندنمایش میμrگویند و با نماد مرکزی می

)()()( xfrax

x

raXE  
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واریانس11-1

درنظر گرفته شود واریانس جامعه بدست 2برابر با rاگر در فرمول گشتاورهای مرکزی 
.  دهندنمایش میV(X)یا 2آید و معمولاً آن را با نمادمی

.  را به صورت زیر تعریف کردXتوان واریانس میEباتوجه به خواص تملگر 

)()()()( 222 xfxXEXV
x

  

dxxfxXEXV )()()()( 222   
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ویژگیهای واریانس11-2

.واریانس مقدار ثابت صفر است-1
2-
3-

4-

.جذر واریانس را انحراف معیار گویند-5
.  را می توان به صورت زیر ثابت کرد3برای نمونه ویژگی 
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كوواریانس دو متغیر تصادفی11-3

باشند کوواریانس ƒ(x,y)دارای تابع چگالی احتمال توام Yو Xاگر متغیرهای تصادفی 
.  شودآنها به صورت زیر تعریف می

توان به صورت زیر  رابطه بالا را می. باشندمیYو Xبه ترتیب امید ریاضی μyو μxکه 

:نیز نوشت

:  مستقل باشند آنگاهYو Xاگر دو متغیر 1-3-11قضيه 

:  باشند آنگاهƒ(x,y)دارای تابع چگالی احتمال توام Yو Xاگر 2-3-11قضيه 
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ضریب همبستگي دو متغير تصادفي-12

دهند و به نمایش میرا در جامعه با Yو Xضریب همبستگی دو متغیر تصادفی 
. شودصورت زیر تعریف می

:ويژگيهاي ضريب همبستگي12-1

.گیری استو مستقل از واحد اندازههمواره -1
. شدید و هم سو استYو Xاست همبستگی دو متغیر =1هنگامی که -2
. شدید و خ ف هم استYوXاست همبستگی دو متغیر =-1هنگامی که -3
.  در همسایگی صفر است همبستگی دو متغیر ضعیف استهنگامی که -4
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بندی می شودبه صورت زیر دستهYو X، نمودار پراکنش باتوجه به مقدار -5

6-

را در مقدار ثابت ضرب کنیم و مقدار ثابت به آنها اضافه Yو Xیعنی اگر متغیرهای 
.  شودکنیم تغییری در همبستگی ایجاد نمی

=-1=0=1

YXdcYbaX ,,  



چولگی و برجستگی در جامعه -13

.به کردیمدر آمار توصیفی میزان چولگی و برجستگی را به ترتیب از فرمولهای زیر محاس

:شودمیزان چولگی و برجستگی در جامعه به ترتیب از فرمولهای زیر محاسبه می
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تابع مولد گشتاورها-14

باشد تابع مولد گشتاورها در حالت ƒ(x)دارای تابع چگالی احتمال Xاگر متغیر تصادفی 
.شودگسسته و پیوسته به ترتیب به صورت زیر تعریف می

.  t|<h|بطوری که 
تعریف شود h(X)=etxاگر . تابع مولد گشتاورها تعریف خاصی از امید ریاضی است

E[h(X)] همان تعریف تابع مولد گشتاورها است و در مواقعی که محاسبهE(Xr)

.  شوداستفاده میMX(t)گیر است از ها وقتبرای بعضی از توزیع
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.گیریمهای متوالی میمشتقtنسبت به MX(t)از 

گیریبار مشتقrپس از 

امrدر مشتق t=0برای 

ويژگيهاي تابع مولد گشتاورها14-1
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نامساوی ماركف و چبیشف-15
نامساوی ماركف15-1

همه  Aباشد به طوری که اتضای Aدارای فضای مفروض Xفرض کنید متغیر تصادفی 
یان نامساوی مارکف را تحت قضیه زیر ب. یك تدد بزرگتر از صفر باشدαمثبت باشند و 

.  کنیممی
:موجود باشد آنگاه هموارهE(X)باشد و Aدارای فضای Xاگر متغیر تصادفی 1-15قضيه

.کنیمرا به صورت زیر تعریف میI(X)تابع اشاره : برهان

:است پسx≥0چون 
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نامساوی چبیشف15-2

:  گیریماز طرفین رابطه اخیر امید ریاضی می

k>0باشد آنگاه برای هر 2و واریانس μدارای میانگین Xاگر متغیر تصادفی 

:اثبات

-X)وαرا برابر k2اگر μ شود وفرض کنیم شرایط مارکف تأمین میXرا(
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سازد با معلوم بودن اهمیت نامساوی مارکف و چبیشف در این است که ما را قادر می
دست میانگین و واریانس جامعه، کرانهای بالا و پایین را برای مقادیر مختلف احتمال ب

.آوریم، گرچه فرم تابع چگالی احتمال معلوم نیست

تغیر فرض کنید تعداد محصولات تولید شده در یك کارخانه در طول هفته یك م:مثال
:مطلوبست. باشد2=25و واریانس μ=50تصادفی با میانگین 

.باشد75احتمال اینكه تولید محصول در یك هفته معین بیش از -الف

.باشد60و 40احتمال اینكه محصول یك هفته معین بین -ب
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فصل چهارم

هاي احتمال خاصتوزیع



:وددر این فصل مسائل زیر بررسی می ش

1-توابع احتمال خاص گسسته
2-توابع چگالی احتمال خاص پیوسته



ته توابع احتمال خاص گسس-1
ملهاي، دو جدر اين بخش توابع احتمال يکنواخت، برنولي، دوجمله

اي منفي، هندسي، فوق هندسي، پواسن، سري لگاريتمي و سري
.شودلگاريتمي ماركف با ارائه الگو معرفي مي



تابع احتمال یكنواخت 1-1

است اگر تابع احتمال آن kدارای تابع احتمال یكنواخت با پارامتر Xمتغیر تصادفی 
:به صورت زیر باشد

اگر هم شانس بودن را . استkتا 1های ای شامل صفحه کلید با شمارهجعبه: الگو
ها یكسان درنظر بگیریم و تعریف کنیم  برای همه شماره

X شماره صفحه کلید خارج شده آنگاهX  دارای تابع چگالی احتمال یكنواخت
گسسته است 
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تابع احتمال 1-2
برنولی

است اگر تابع  P(شانس)دارای تابع احتمال برنولی با پارامتر Xمتغیر تصادفی 
.  چگالی احتمال آن به صورت زیر باشد

و P-1جعبه ای شامل صفحه کلیدهایی از نوع دست دوم و نو با نسبت های: الگو
Pیك صفحه کلید به تصادف از جعبه خارج کنیم و اگر متغیر . استX را به

:  صورت زیر تعریف کنیم

.دارای تابع برنولی استXآنگاه 

1,0)1()()( 1   xppxXpxf xx









1

0

X

اگر صفحه كليد خارج شده دست دوم باشد

اگر صفحه كليد خارج شده نو باشد



تابع احتمال دو جمله1-3
ای

اگر تابع  . استpو nای با پارامترها دارای تابع احتمال دوجملهXمتغیر تصادفی 
.احتمال آن به صورت زیر باشد

-pو pهایای شامل صفحه کلیدهای از نوع دست دوم و نو با نسبتجعبه: الگو
صفحه کلید یكی یكی و nاز این جعبه در شرایط یكسان و به تصادف . است1

کنیم و اگر تعریف کنیمبا جایگذاری خارج می
X : تعداد صفحه کلیدهای نو خارج شده آنگاهXای استدارای توزیع دوجمله .
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هویژگيهاي توزیع دو جمل1-3-1
اي

1-

.دارای نمای منحصر به فرد است-2

برای -n=13.ای همان تابع احتمال برنولی استتابع چگالی احتمال دو جمله

دارای میانگین -np4و واریانسnp(1-p).است
5-

برای مقادیر -n6و pمقدار 1می توان از جدول ضمیمه F(x)را محاسبه کرد
مختلف
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(پاسكال)اي منفي تابع احتمال دو جمله1-4

است اگر pو rای منفی با پارامتر دارای تابع احتمال دو جملهXمتغیر تصادفی 
.  تابع احتمال آن به صورت زیر باشد

ای منفیویژگیهای توزیع دو جمله1-4-1

1-

. دارای میانگین               و واریانس                 است-2
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تابع احتمال 1-5
هندسی 
است اگر pدارای تابع احتمال هندسی با پارامتر Xمتغیر تصادفی 

.  تابع احتمال آن به صورت زیر باشد
,...2,1,0)1()()(  xppxXpxf x
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ویژگيهاي توزیع هندسي1-5-1

این توزیع فاقد حافظه است یعنی -1

.استواریانس ودارای میانگین -2

3-



تابع احتمال فوق 1-6
هندسی 

است  nوN،kدارای تابع احتمال فوق هندسی با پارامترهای Xمتغیر تصادفی 
.  اگر تابع احتمال آن به صورت زیر باشد

ویژگیهای توزیع فوق هندسی1-6-1
1-

2-N ،یك تدد صحیح مثبتkیك تدد صحیح نامنفی(k≤N) وn یك تدد
.  استNنامنفی و حداکثر برابر با 

.  استو واریانسدارای میانگین-3
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تابع احتمال 1-7
است اگر تابع احتمال آن λدارای تابع احتمال پواسن با پارامتر Xمتغیر تصادفی پواسن 

.  به صورت زیر باشد
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ویژگیهای توزیع پواسن1-7-1

1-

.دارای نمای منحصر به فرد است-2
.استλو واریانس λدارای میانگین -3
را محاسبه کردF(x)مقدار ( 2)می توان از جدول ضمیمه λبرای مقادیر مختلف -4



تابع احتمال سری 1-8
لگاریتمی

است اگر تابع  دارای تابع احتمال سری لگاریتمی با پارامتر Xمتغیر تصادفی 
.احتمال آن به صورت زیر باشد
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تابع احتمال سری لگاریتمی 1-9
است و دارای تابع احتمال سری لگاریتمی مارکف با پارامترهای Xمتغیر تصادفی ماركف

.اگر تابع احتمال آن به صورت زیر باشد
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ویژگیهای سری لگاریتمی 1-9-1
ماركف

بدیل میتوزیع سری لگاریتمی مارکف به توزیع سری لگاریتمی ت-1=برای -1
.شود

. استدارای میانگین -2

3/0و =63/0طول نوبت بارندگی دارای توزیع سری لگاریتمی مارکف با : مثال
=است مطلوبست:
.  باشد1احتمال اینكه طول نوبت بارندگی برابر با -الف

.  باشد2احتمال اینكه طول نوبت بارندگی حداکثر -ب
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ته  توابع چگالی احتمال خاص پیوس-2
در این بخش توابع چگالی احتمال یكنواخت، نرمال، نرمال

ائه میاستاندارد، نمایی، گاما، کی دو، بتا، استودنت و فیشر ار
.  شود



تابع چگالی احتمال یكنواخت  2-1
(  مستطیلی)

است bو αدارای تابع چگالی احتمال یكنواخت با پارامترهایXمتغیر تصادفی 
.  اگر تابع چگالی آن به صورت زیر باشد
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ویژگیهای تابع چگالی احتمال یكنواخت 2-1-1
.به صورت زیر استبرایx))ƒنمودار -1  ba xf

0      α b           x
:برابر است باF(x)تابع توزیع -2
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.استواریانس ودارای میانگین-3

گویند و آن را به صورت زیر ( 1،0)را روی بازه ƒ(х)تابع α ،1=b=0برای -4
.تعریف می کنند

2

ba 

12

)( 2ab 

1)( uf 10  u

)(

)1,0()( uIuf 

.را تابع نشانگر گویندکه 

و  u<1>0ذکر این نكته ضروری است که تابع توزیع هر متغیر تصادفی همانند 
F(u)پس ، تمل می کند چونu=F(x)از این  . است

.کنندخاصیت در آمار برای شبیه سازی متغیرهای تصادفی استفاده می

)(

)1,0(

uI

  1F  0F



تابع چگالی احتمال 2-2
نرمال

تغیر م. های مهم آماری در حالت پیوسته استمتغیر تصادفی نرمال یكی از توزیع
است اگر تابع چگالی 2و واریانس μدارای توزیع نرمال با میانگین Xتصادفی 

.  احتمال آن به صورت زیر باشد
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μ و2پارامترهای توزیع نرمال هستند.



ویژگیهای توزیع 2-2-1
نرمال

.دارای تقارن استy=μاین توزیع نسبت به محور -1

2-

3-

.  توزیع نرمال را توزیع نرمال استاندارد گویند،2=1و μ=0برای -4
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توزیع نرمال 2-3
استاندارد

ه دارای توزیع نرمال استاندارد است اگر تابع چگالی احتمال آن بZمتغیر تصادفی 
.  صورت زیر باشد
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تاندارد کنید این توزیع فاقد پارامتر است و برای راحتی متغیر نرمال اسهمانطور که م حظه می

.است با میانگین صفر و واریانس یكXهمان متغیر Zدر حقیقت . دهندنمایش میZرا با 




zezfxf
z 2

2

1

2

1
)()(


بدست آورد که ( 3)از جدول ضمیمه Zرا می توان با توجه به ویژگی F(x)مقادیر مختلف 
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:یعنی. دارای تقارن استمتغیر تصادفی نرمال استاندارد نسبت به محور 
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تابع چگالی احتمال 2-4
نمایی 
است اگر تابع چگالی دارای تابع چگالی احتمال نمایی با پارامتر Xمتغیر تصادفی 

.  احتمال آن به صورت زیر باشد

توان نشان  از جمله در مدلهای صف بندی، می. توزیع نمایی کاربردهای مهمی دارد
کند های متوالی از توزیع نمایی پیروی میداد که زمان انتظار مابین ورودی

0,0
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 xexf
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ویژگیهای توزیع نمایی2-4-1
1-
.فاقد حافظه است-2
.است2و واریانس دارای میانگین -3
دارای توزیع نمایی با ln(u)–باشد آنگاه ( ,10)دارای توزیع یكنواخت روی uاگر -4
1=است.
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اما تابع چگالی احتمال گ2-5

است اگر و دارای تابع چگالی احتمال گاما با پارامترهای Xمتغیر تصادفی 
.  تابع چگالی احتمال آن به صورت زیر باشد
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ی تابع چگال. شودتوزیع گاما به توزیع نمایی تبدیل می=1 ،=برای: حالت خاص
:چون. شوداحتمال گاما باتوجه به ویژگی تابع گاما تعریف می
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ویژگیهای توزیع 2-5-1
گاما

1-

.است2و واریانس دارای میانگین -2
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اگر . است=2و =3در یك شهر مصرف برق روزانه دارای توزیع گاما با :مثال 
ك  احتمال اینكه برق موجود برای ی. میلیون کیلووات ساتت باشد12ظرفیت روزانه 

روز کافی باشد چقدر است؟
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تابع چگالی احتمال 2-6
كی دو
است اگر تابع چگالی rدارای تابع چگالی احتمال کی دو با پارامتر Xمتغیر تصادفی 

.  احتمال آن به صورت زیر باشد
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توزیع کی دو حالت خاص توزیع گاما 
است 









 2,

2


r

1-rرا درجه آزادی توزیع گویند.
.است2rو واریانس rدارای میانگین -2
3-
بدست ( 5)از جدول ضمیمه rرا می توان برای مقادیر مختلف F(x)مقادیر مختلف -4

.آورد

وویژگيهاي توزیع كي د2-6-1

2

1

0 2!

1
1)()(

x
ir

i

e
x

i
xXPxF














 



تابع چگالی احتمال2-7
بتا

است اگر تابع  و دارای تابع چگالی احتمال بتا با پارامترهای Xمتغیر تصادفی 
.  چگالی احتمال آن به صورت زیر باشد
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ویژگیهای توزیع بتا2-7-1

1-

.شودتوزیع بتا به توزیع یكنواخت پیوسته تبدیل می=1و =1برای -2

.استو واریانس دارای میانگین -3
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( tتوزیع)تابع چگالي احتمال استودنت 2-8

است اگر تابع چگالی احتمال آن به  rبا پارامتر tدارای توزیع Xمتغیر تصادفی 
.  صورت زیر باشد
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.گويندtرا درجه آزادي توزيع rكه 

 tویژگيهاي توزیع2-8-1

:
1-
.استدارای واریانس r<2دارای میانگین صفر و برای r<1برای -2
از حد تصور بزرگتر باشد توزیع، بر توزیع نرمال rدر توزیع استودنت اگر درجه آزادی -3

.شوداستاندارد منطبق می
قابل ( 4)از جدول ضمیمه rبرای مقادیر مختلف درجه آزادی F(x)مقادیر مختلف -4

.محاسبه است
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تابع چگالی احتمال 2-9
فیشر 
است، اگر تابع چگالی r2و r1دارای توزیع فیشر با پارامترهای Xمتغیر تصادفی 

آن به صورت زیر باشد  
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و r1به ترتیب درجه آزادی صورت و مخرج خوانده میشود برای مقادیر مختلفr2و r1که 
r2 مقادیر مختلفF(x) قابل محاسبه است( 6)از جدول ضمیمه.





مفصل پنج

توزیع های نمونه گیری



:وددر این فصل مسائل زیر بررسی می ش

توزیع واریانس نمونه-7
tتوزیع -8

و  توزیع نسبت واریانس د-9
نمونه

برآوردگر-1
توزیع مشترک-2
توابع خطی از متغیرهای-3

تصادفی مستقل
توزیع میانگین-4
قضیه حد مركزی-5
ع  تقریب نرمال برای توزی-6

دو جمله ای



برآوردگر-ا

رآوردگر یا هر تابعی از نمونه را که به پارامتر یا پارامترهای جامعه بستگی نداشته باشد ب
غیری ای به نمونه دیگر تغییر می کند متچون مقدار برآوردگر از نمونه. آماره گویند
.مقدار تددی آماره یا برآوردگر را برآورد گویند. است تصادفی

ویژگيهاي برآوردگر كارا1-1
.نااريب باشد-1
.داراي كمترين واريانس باشد-2



توزیع مشترک-2

باشدƒ(x)=p(X=x)احتمالتابعدارایXگسستهتصادفیمتغیرکنیدفرض
متناظرمقادیرxn,…,x2,x1اگر.باشندهمازمستقلتصادفیهاینمونهXn,…,X2,X1و

مجزاطوربهXn=xn,…,X2=x2,X1=x1پیشامدهای.باشندXn,…,X2,X1برایمشاهده
:بااستبرابرآنهاتواماحتمالواندمستقلهماز

P[X1=x1,X2=x2,…,Xn=xn]=P(X1=x1)P(X2.x2)…P(Xn=xn)

:استفاده کنیمP[X1=x1,X2=x2,…,Xn=xn]به جای ƒ(x1,x2,…,xn)اگر از نماد 

ƒ(x1,x2,…,xn)=ƒ(x1) ƒ(x2) … ƒ(xn)=  
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در حالتی که . می باشدX2و X1تابع چگالی احتمال توام n،ƒ(x1,x2)=ƒ(x1) ƒ(x2)=2برای 
نیز ƒ(x1,x2,…,xn)از نوع پیوسته است تابع چگالی مشترك یا توام را با Xمتغیر تصادفی 

.دهندنمایش می



توابع خطی از متغیرهای تصادفی مستقل-3

ƒ(x1,x2,…,xn)نمونه تصادفی مستقل با توزیع مشترك Xn,…,X2,X1فرض کنید 
.  توان در حالت کلی به صورت زیر تعریف کردیك تابع خطی یا آماره را می. باشند
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.ها مقادیر ثابت هستندαiکه 

1و واریانسهای μ2و μ1های به ترتیب دارای میانگینX2و X1اگر 
2 ،1

.  باشند2
:به طریق زیر محاسبه میشودYمیانگین و واریانس 
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ین توزیع میانگ-4

در این. تعریف شده بوددر آمار توصیفی، میانگین نمونه تصادفی به صورت 

ای که نمونه از آن گرفته شده بدست میرا باتوجه به توزیع جامعهبخش، توزیع 
.آوریم
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ای با های مستقل و هم توزیع از جامعهنمونهXn,…,X2,X1اگر 1-4قضيه 
و واریانس  μدارای میانگین Xباشند آنگاه میانگین نمونه2و واریانس μمیانگین
.است

:هاست، پسXiیك ترکیب خطی از چون : برهان
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یك آماره نااریب و  . بستگی ندارد2و μهاست و به پارامترهای جامعه Xiتابعی از 
.دارای کمترین واریانس است

X



تایی از جامعه نرمال با nیك نمونه تصادفی Xn,…,X2,X1اگر 2-4قضيه 
وμدارای توزیع نرمال با میانگین باشند آنگاه 2و واریانس μمیانگین
.استواریانس 

:  تابع مولد گشتاورهای آن برابر است با. است: برهان
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.اندها مستقل و هم توزیعXiچون 
n

t
t

n

n

t

n

tn

x ee
n

t
M 22

1 22

2

22

)(





 


























.استو واریانستابع مولد گشتاورهای متغیر تصادفی نرمال با میانگین 
قیماً اند، امید ریاضی و واریانس مستها از هم مستقلها و یك ترکیب خطی از از اینكه 

.شودبه صورت زیر نیز محاسبه می
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دارای توزیع نرمالبرقرار باشد متغیر2-4اگر شرایط قضیه 3-4لم 
.استاندارد است
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قضیه حد مركزی-5

و μبا میانگین ( ایجامعه)از توزیعی Xn,…,X2,X1میانگین نمونه تصادفی اگر
کند به میل میباشند آنگاه توزیع متغیر تصادفی    >2واریانس متناهی

توزیع نرمال استاندارد اگر

.  شوداین قضیه با استفاده از تابع مولد گشتاورها به راحتی اثبات می
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ای تقریب نرمال برای توزیع دوجمله-6
های بزرگ محاسبه احتمال گاهی اوقات  nبرای pو nای با پارامترهای در توزیع دوجمله

ای  nخسته کننده و گاهی ممكن است جدولی با چنین ( 1)با استفاده از جدول ضمیمه 
.در دسترس نباشد



را به صورت جمعی از متغیرهای Yتوان ای باشد، میدارای توزیع دوجملهYدانیم اگر می
و واریانسpها متغیرهای برنولی با میانگین Xiنوشت که برنولی یعنی 

-p(1-p)باشند و مقادیری کهمیY0،1،2کند اتداد صحیح اختیار می ،...،nاست.
له  توان با توجه به نتیجه قضیه حد مرکزی به وسیرا که از نوع گسسته است میYمتغیر 

توان به صورت زیر  را میY=kاحتمال پیشامد . متغیر نرمال استاندارد تقریب زد
.تقریب زد
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:برابر است با(t)که تابع 
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توزیع واریانس  -7
نمونه
تعریف شدهتایی در آمار توصیفی به صورت nواریانس نمونه 

.  تعریف می کنیماکنون برای نااریب بودن، آن را به صورت . بود
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دارای توزیع کی دو Z2دارای توزیع نرمال استاندارد باشد آنگاه Zاگر متغیر 1-7قضيه 
.با یك درجه آزادی است

با استفاده از تابع مولد گشتاورها: برهان

Zبرای متغیر 

Z2برای متغیر 
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دارای توزیع نرمال استاندارد باشندZn,…,Z2,Z1اگر متغیرهای مستقل 2-7قضيه 

.درجه آزادی استnدارای توزیع کی دو با آنگاه

اثبات میاثبات این قضیه با استفاده از تابع مولد گشتاورها آسان است که در اینجا بدون
ند شود که اگر دو متغیر مستقل دارای توزیع کی دو باشاز این قضیه استنتاج می. پذیریم

ی یعن. در مورد تفاضل هم در شرایط خاص درست است. جمع آنها نیز توزیع کی دو است
 دو است با اگر دو متغیر مستقل دارای توزیع کی دو باشند تفاضل آنها نیز دارای توزیع کی

.تفاضل درجه آزادی دو متغیر




n

i

iZ
1

2



از جامعه Xn,…,X2,X1به ترتیب میانگین و واریانس نمونه S2و اگر 3-7قضيه 
باشد آنگاه 2و واریانس μنرمال با میانگین 

.انداز هم مستقلS2و -الف
.درجه آزادی استn-1دارای توزیع کی دو با متغیر -ب
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 tتوزیع-8
2و واریانسμتایی از توزیع نرمال با میانگین nیك نمونه Xn,…,X2,X1فرض کنید که 

یر  دارای توزیع نرمال استاندارد و متغدانیم متغیرمی. باشد

را که تابعی از دو متغیر Tمتغیر . درجه آزادی استn-1دارای توزیع کی دو با 
.کنیماست به صورت زیر تعریف می
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توزیع نسبت واریانس دو نمونه-9







5پایان فصل 















































هاي آزمون فرض
آماري

7فصل 















































آمار و احتمالات 
مهندسي

كامپیوتر: رشته 

دكتر پرویز نصیری



8فصل 



:در این فصل مطالب ذیل ارائه می شود

ضريب همبستگي
خط رگرسيون
پيش بيني
 آزمون فرض براي

 آزمون فرض براي
















































